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Solution	  Set	  for	  HW#9	  on	  Laplace	  Transforms	  

By:	  Anyesha	  Ghosh	  &	  Prof.	  Brian	  L.	  Evans	  

1. Given	  the	  Laplace	  transform	  property	  𝐿 𝑥 𝑡 − 𝑡! = 𝑒!!!!𝐿(𝑥 𝑡 )	  where	  the	  region	  of	  
convergence	  is	  the	  region	  of	  convergence	  of  𝐿(𝑥 𝑡 ).	  
	  
a)	  	  𝑥 𝑡 = 𝛿 𝑡 + 1 + 2𝛿 𝑡 + 𝛿(𝑡 − 1)	  

	   	   𝐿 𝛿 𝑡 =    𝛿 𝑡 𝑒!!"𝑑𝑡 = 1!
!! 	  and	  the	  region	  of	  convergence	  is	  the	  entire	  s	  plane.	  

	   	   So,	  𝐿 𝑥 𝑡 = 𝐿 𝛿 𝑡 + 1 + 2𝐿 𝛿 𝑡 + 𝐿 𝛿 𝑡 − 1 = 𝑒! + 2 + 𝑒!!  	  	   	  

Region	  of	  convergence	  is	  the	  entire	  s	  plane.	  

To	  check	  the	  answer,	  one	  could	  apply	  the	  Laplace	  transform	  definition	  to	  x(t).	  	  

b)	  𝑥 𝑡 = 2𝑒!!𝑢(𝑡 − 5)	  
	  

	   𝑥 𝑡 = 2𝑒! !!!!! 𝑢 𝑡 − 5 = 2𝑒!!𝑒! !!! 𝑢 𝑡 − 5 	  
From	  lecture,	  𝐿 𝑒!!"𝑢 𝑡 = !

!!!
	  and	  the	  region	  of	  convergence	  is	  Re{s}	  >	  -‐Re{a}.	  

	   So,	  𝐿 𝑥 𝑡 = !!!!!!!!

!!!
	  and	  the	  region	  of	  convergence	  is	  Re{s}	  >	  -‐Re{a}.	  

	  
c)	  𝑥 𝑡 = 𝑒!![𝑢 𝑡 − 𝑢 𝑡 − 4 ]	  
	   𝑥 𝑡 = 𝑒!!𝑢 𝑡 − 𝑒! !!!!! 𝑢 𝑡 − 4 = 𝑒!!𝑢 𝑡 − 𝑒!!𝑒! !!! 𝑢(𝑡 − 4)	  

From	  lecture,	  𝐿 𝑒!!"𝑢 𝑡 = !
!!!

	  and	  the	  region	  of	  convergence	  is	  Re{s}	  >	  -‐Re{a}.	  

	   So,	  𝐿 𝑥 𝑡 = !
!!!

− !!!!!!!

!!!
= !!!!! !!!

!!!
	  

	  
2. 	  

	  𝑥 𝑡 = 𝑒!! ! =    𝑒
!!! , 𝑡 ≥ 0
𝑒!! ,      𝑡 < 0

	  

So,	  the	  bilateral	  s-‐transform	  of	  𝑥 𝑡 ∶= 𝑋 𝑠 	  is,	  

𝑋 𝑠 =    𝑥 𝑡 𝑒!!"𝑑𝑡
!

!!
=    𝑒!!𝑒!!"  𝑑𝑡

!

!!
+    𝑒!!!𝑒!!"

!

!
  𝑑𝑡	  

                    = 𝑒 !!! !  𝑑𝑡!
!! + 𝑒!(!!!)!  𝑑𝑡!

!! = !
!!!

+ !
!!!

= !
!!!!

.	  	  

So,	  𝑋 𝑠 = !
!!!!

	  and	  the	  region	  of	  convergence	  (ROC)	  is	  determined	  below.	  
The	  ROC	  of	  this	  equation	  is	  determined	  as:	  
𝑅𝑂𝐶!   𝑓𝑜𝑟  𝑡ℎ𝑒  𝑙𝑒𝑓𝑡  𝑠𝑖𝑑𝑒𝑑  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 ≔   2 − 𝑅𝑒{𝑠} > 0 => 𝑅𝑒{𝑠} < 2.	  
𝑅𝑂𝐶!   𝑓𝑜𝑟  𝑡ℎ𝑒  𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡  𝑠𝑖𝑑𝑒𝑑  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 ≔   2 + 𝑅𝑒{𝑠} > 0 => 𝑅𝑒{𝑠} > −2.	  
𝑆𝑜,𝑅𝑂𝐶 = 𝑅𝑂𝐶! ∩ 𝑅𝑂𝐶! =   −2 < 𝑅𝑒{𝑠} < 2.	  
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Pole-‐zero	  plot	  for	  the	  Laplace	  transform.	  ROC	  is	  shaded	  in	  yellow.	  The	  red	  dots	  denote	  the	  
poles	  at	  s	  =	  2	  and	  s	  =	  -‐2.	  There	  are	  no	  zeroes.	  The	  blue	  dot	  denotes	  the	  origin.	  
	  

3. 	  
A	  continuous-‐time	  system	  with	  input	  x(t)	  and	  output	  y(t)	  is	  governed	  by	  the	  differential	  

equation	   !
!"
𝑦 𝑡 + 2𝑦 𝑡 = 𝑥(𝑡).	  	  Initial	  condition	  y(0-‐)	  =	  0	  so	  that	  the	  system	  is	  LTI.	  

Using	  the	  property:	  𝐿 !
!"
𝑥 𝑡 = 𝑠𝐿 𝑥 𝑡 ,	  we	  get:	  

a) 𝑠𝑌 𝑠 + 2𝑌 𝑠 = 𝑋 𝑠 => 𝑌 𝑠 𝑠 + 2 = 𝑋 𝑠 => 𝐻 𝑠 = ! !
! !

= !
!!!

	  

Because	  the	  system	  is	  causal,	  the	  region	  of	  convergence	  is	  Re{s}	  >	  -‐2.	  
b) Using	  the	  Laplace	  transform	  pair	  𝐿 𝑒!!"𝑢 𝑡 = !

!!!
	  for	  Re{s}	  >	  -‐2,	  we	  obtain	  

ℎ 𝑡 = 𝑒!!!𝑢 𝑡 	  
c) 𝐻 𝑗𝜔 = !

!"!!
	  by	  substituting	  𝑠 = 𝑗𝜔	  into	  H(s)	  above.	  	  This	  substitution	  is	  valid	  because	  

the	  imaginary	  axis	  lies	  within	  the	  region	  of	  convergence	  of	  Re{s}	  >	  -‐2.	  
	  

d) 	  

	  
This	  is	  a	  lowpass	  filter.	  
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e) 𝑥 𝑡 = 𝑢 𝑡 => 𝑋 𝑠 =    𝑢 𝑡 𝑒!!"𝑑𝑡!
!! =    𝑒!!"𝑑𝑡!

! = !
!
  for	  Re{s}	  >	  0.	  	  We	  could	  

have	  also	  obtained	  the	  transform	  by	  using	  𝐿 𝑒!!"𝑢 𝑡 = !
!!!

	  and	  substituting	  a	  =	  0.	  

𝑌 𝑠 = 𝐻(𝑠)𝑋 𝑠 =
1

𝑠 𝑠 + 2
	  

	  
f) 𝑌 𝑠 = !

! !!!
= !

!
[!
!
− !

!!!
]	  

Using	  the	  Laplace	  transform	  pair	  𝐿 𝑒!!"𝑢 𝑡 = !
!!!

,	  for	  we	  get	  

𝑦 𝑡 = 0.5[𝑢 𝑡 − 𝑒!!!𝑢 𝑡 ].	  
4. 	  

a)	  𝐻 𝑠 = !!!
!!!

= !
!!!

− !
!!!

.	  

Using	  the	  Laplace	  transform	  pairs	  𝐿!! !
!!!

= 𝑒!!"𝑢 𝑡 , 𝐿!! 𝑠𝑋 𝑠 = !
!"
𝑥 𝑡 ,	  we	  get	  

ℎ 𝑡 =
𝑑
𝑑𝑡
(𝑒!!!𝑢(𝑡)) − 2𝑒!!!𝑢(𝑡) =   −2𝑒!!!𝑢(𝑡) + 𝑒!!!𝛿(𝑡) − 2𝑒!!!𝑢(𝑡)	  

ℎ 𝑡 =   𝑒!!!𝛿(𝑡) − 4𝑒!!!𝑢(𝑡)	  
	  

	  

Alternate	  approach:	  One	  could	  put	  the	  transfer	  function	  into	  proper	  fractional	  form	  by	  

dividing	  the	  denominator	  into	  the	  numerator	  to	  get	  𝐻 𝑠 = !!!
!!!

= 1 − !
!!!

	  which	  has	  an	  

inverse	  transform	  of	  ℎ 𝑡 =   𝛿(𝑡) − 4𝑒!!!𝑢(𝑡)	  
	  

b)	  𝐻 𝑠 = !!!
!!!

=> ! !
! !

= !!!
!!!

  	  

𝑠𝑌 𝑠 + 2𝑌 𝑠 = 𝑠𝑋 𝑠 − 2𝑋(𝑠)	  
Using	  the	  Laplace	  transform	  pair	    𝐿!! 𝑠𝑋 𝑠 = !

!"
𝑥 𝑡 ,	  we	  get,	  

𝑑
𝑑𝑡
𝑦 𝑡 + 2𝑦 𝑡 =

𝑑
𝑑𝑡
𝑥 𝑡 − 2𝑥 𝑡 .	  

	  
c)	  ℎ 𝑡 =   −4𝑒!!!𝑢 𝑡 + 𝑒!!!𝛿 𝑡 .	  	  For	  bounded-‐input	  bounded-‐output	  (BIBO)	  stability,	  

ℎ 𝑡 𝑑𝑡
!

!!
= −4𝑒!!!𝑢 𝑡 + 𝑒!!!𝛿 𝑡 𝑑𝑡

!

!!
< 4𝑒!!!𝑢 𝑡 𝑑𝑡 + 𝑒!!!𝛿 𝑡 𝑑𝑡

!

!!

!

!!
< ∞	  

So,	  the	  system	  is	  BIBO	  stable.	  

𝐻 𝑗𝜔 =
𝑗𝜔 − 2
𝑗𝜔 + 2

=> 𝐻 𝑗𝜔 =
𝑗𝜔 − 2
𝑗𝜔 + 2

=
(−2)! + 𝜔!

2! + 𝜔!
=

2! + 𝜔!

2! + 𝜔!
= 1.	  

	  
d)	  	  

	  
This	  is	  an	  all-‐pass	  filter.	  
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